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Si se integra un funcién f{z) a lo largo de una linea del plano complejo, pero hay algin punto de esa linea donde la
funcién no existe (polo), entonces se evita dicho punto, dandole un pequefio rodeo de radio € — 0, y obteniendo un
resultado que llamamos PARTE PRINCIPAL de la integral

Sea una linea que va desde z = -0 a z = +00 (si es el eje real, se cambia “z” por “x”) y una funcién f(z) que queremos
integrar a lo largo de ella, pero hay un punto z, / f(zy) no existe ,la parte principal podemos poner que es:

o[ f(@dz = lim_ o[ f(2)dz + [[” f(2)dz] (1)

1° EJEMPLO: Calcular fjozo % dz con z variando en el eje real (también podria variar en el eje imaginario)

1 . . . o
Enz=0 |, S ® luego la integral exacta no existe. No obstante, de cara a asignarle un valor a su parte principal,

consideramos la integral en el contorno cerrado C de la figura, en el que se elude el ej. Tmg
punto z =0y, por lo tanto resulta nula: gﬁidz =0 C
Por otro lado, podemos poner esa integral por trozos:
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.Cl;—dz =0 =.<l;—dz+f —dz+.<1;—dz+f —dz -
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La integral en el trozos curvo de radio R la hacemos parametrizando z = R-e”

- 6= . i O=m . . L1 . .
5ﬁ+:§dz = fé):o”Re%.elReledQ = 9=07T i df = +im resultado valido para cualquier valor de R, incluso para R—

La integral en el trozos curvo de radio ¢ la hacemos parametrizando z = &-¢”

6=0

oo L df = —im resultado vélido para cualquier valor de ¢ incluso para e—0
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La suma de las anteriores integrales a lo largo de los trozos curvos se anula. Ademas podemos considerar R—o y
poner:
—& 1 +0oo 1 +0oo 1 —& 1 + 0o 1
0 =f —dz+f —dz = gof —dx=limU —dx+f —dx]=0
—0 Z +e Z —o X -0 )_ o X +e X
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Hemos sustituido “z” por “x”, ya que el complejo “z” varia por el eje real. Ademas el resultado de la parte principal de
. +oo01 L

esa integral: £ f_;o;dx = 0 es coherente con el hecho de que es una funcioén impar y, aunque hagamos un

salto en z = 0, la integral para los valores negativos de x se anula con la integral para los positivos.

2° EJEMPLO: Calcular f:r;o 87 dz con z variando en el eje real

. . 1 . . .
Igual que en el ejemplo anteriorenz =0 - = oo, Pero para obtener la parte principal consideramos la integral en el

contorno cerrado C de la figura, en el que se elude el punto z = 0 y, por lo tanto ej. Tmg
resulta nula: 5ﬁe7 dz=0 C
Por otro lado, igual que antes, ponemos esa integral por trozos:
. -R . , te .
elZ elZ —SelZ elZ +R elZ ej. Rea!
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La integral en el trozos curvo de radio R la hacemos parametrizando z = R-e”

-Re™ g=me (RicosO+isend) | g . (O=T _ iR(cos 0+isen 0) . (0=T  iRcos® ,-Rsen®
$p Az =g g — o iRe"dO =if,_ e dg =if, e e do =

= ifge::[cos(Rcos 0) + isen (Rcos 0)] ek sen 6 gg

Si hacemos que R — o el factor dentro del corchete estd acotado por grande que sea R, pero el otro factor

N .\ . -R
exponencial tiende a cero, ya que sen 6 es positivo entre 0 y 7. Por lo tanto, limp_,q §5+R 67 dz =0.
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La integral en el trozos curvo de radio ¢ la hacemos parametrizando z = &-€'

+e e 6=0 eis(cos 6+isen ) . . . ~0=0 : . . .
Sﬁ —d gor ool icedg =i f9=n elé(cosO+isen®) qg  Cuando ¢ — 0 la exponencial tiende a 1

Por lo tanto, lim, _, o §5+£ e

., +6=0 .
dz =i 9=nd9 =—im
Este dltimo resultado se obtlene también con una extension de la formula integral de Cauchy: cuando el rodeo al
polo no es completo (2w rad) y es parcial (o rad) en dicha férmula, en vez de 2zi/n! aparecera ai/n! (en este ejemplo

seria wi/n!) . Esta extension solamente es valida si el “rodeo’ al polo es de radio ¢ infinitesimal

Retomamos de nuevo todo el recorrido cerrado C. Teniendo en cuenta que hacemos el radio infinito y que sustituimos

“z” por “x”, ya que el complejo “z” varia por el eje real. podemos deducir la parte principal que buscamos:

—& eix +o00 eix +o0 ix —-£ eix +00 eix
0 =0+f —dx—in+f —dx = gof —dx—llmU —dx+f —dx|=in
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La P principal de la integral buscada es:

gof+°° e—dx—m (D
De ese resultado podemos extraer otro:
+ oo e +00 cos x+isenx +co cosx . senx .
o, Tdx=in — p[ ————dx=p[ dx+gof dx = in

+0o cosx
d

La funcién % es 1mpar [f(-x) = —f(x)], luego su integral a lo largo de todo el eje X debe ser nula [ - x=0

En cambio la funcién ——= es par y su integral no sera nula. Por lo tanto podemos poner:

+00 senx

@f::oisen dx =in = 2 —dx=m (I0)

EJERCICIO: Calcular la P.Principal de:
f‘“‘” sen x

o X(x2+ 1)



